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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êëàññ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïîñòðîåííûõ

ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé ñî ñòðóêòóðîé ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�îðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåòåðîãåííîãî ïðîöåññà â äèñêðåòíîì âðåìåíè,

à íåñëó÷àéíàÿ � ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

�óíêöèè. �åòåðîãåííûé ïðîöåññ â äèñêðåòíîì âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ñòåïåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èçó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîöåññîâ óïîìÿíóòî-

ãî êëàññà ïîñðåäñòâîì ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿåìûõ êàê ñâåðòêà ñòåïåííî-

ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ �ðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è ñòåïåííîé

�óíêöèè, ïðè ýòîì ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ C-ñõîäèìîñòè â

ïðèíöèïå èíâàðèàíòíîñòè â �îðìå Äîíñêåðà.
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ñêîå äâèæåíèå, ãåòåðîãåííûé ïðîöåññ, ïðåîáðàçîâàíèå ãàóññîâñêîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè.

Èñòî÷íèê �èíàíñèðîâàíèÿ

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �óíäàìåí-

òàëüíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ÑÎ �ÀÍ, ïðîåêò FWNF-2024-0001.

Äëÿ öèòèðîâàíèÿ

Àðêàøîâ Í.Ñ. Î ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, ñ�îðìèðîâàííûõ ïî ãåòåðîãåííûì ïðîöåññàì //

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Ò. 27, � 2, Ñ. 5-25. DOI 10.25205/1560-

750X-2024-27-2-5-25

© Àðêàøîâ Í.Ñ., 2024

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2024, Òîì 27, � 2, Ñ.5-25

Mat. Trudy, 2024, vol. 27, no. 2, pp. 5-25



6 Î ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ON LIMIT THEOREMS FOR PARTIAL SUM

PROCESSES OF MOVING AVERAGES

CONSTRUCTED ON THE BASIS OF

HETEROGENEOUS PROCESSES

Nikolay S. Arkashov

Sobolev Institute of Mathemati
s,Siberian Bran
h of the Russian A
ademy of

S
ien
es

630090, Novosibirsk, Russia

ni
ky1978�mail.ru;n.s.arkashov�math.ns
.ru;

https://or
id.org/0000-0001-8098-377X

Abstra
t

A 
lass of partial sum pro
esses 
onstru
ted on the basis of a sequen
e of

observations having the stru
ture of �nite-order moving averages is studied.

The random 
omponent of this sequen
e is formed using a heterogeneous

pro
ess in dis
rete time, while the non-random 
omponent is formed using

a regularly varying fun
tion at in�nity. The dis
rete time heterogeneous

pro
ess is de�ned as a power transform of partial sums of a 
ertain

stationary sequen
e. The approximation of pro
esses of the mentioned 
lass

by pro
esses de�ned as the 
onvolution of a power transform of the fra
tional

Brownian motion with a power fun
tion is studied. Su�
ient 
onditions for

C-
onvergen
e in the invarian
e prin
iple in Donsker form are established.
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� 1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êëàññ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïî-

ñòðîåííûõ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà

(ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñâåðò-

êè ïåðâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé ãåòåðîãåííîãî ïðîöåññà â äèñêðåòíîì

âðåìåíè è ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè. �åòåðîãåí-

íûé ïðîöåññ â äèñêðåòíîì âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåííîå ïðåîáðà-

çîâàíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ

ïðàâèëüíûì ïîâåäåíèåì ïî âðåìåíè äèñïåðñèè ýòèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîöåññîâ óïîìÿíó-

òîãî êëàññà ñ ïîìîùüþ ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿåìûõ êàê ñâåðòêà ñòåïåííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ �ðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ è ñòåïåííîé �óíê-

öèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëåííîãî êëàññà ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [2�4℄, ïðè÷åì â [3, 4℄ ýòîò êëàññ ïðîöåññîâ ïðèìå-

íÿåòñÿ äëÿ àíàëèçà âûáîðêè çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïëàçìû. Â ýòèõ ðàáî-

òàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò

ñâåðòêè íåêîòîðîé ñòàöèîíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñòåïåííîé �óíê-

öèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì èññëåäóåìîãî êëàññà íà-

ñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëÿåìîé

ãåòåðîãåííûì ïðîöåññîì â äèñêðåòíîì âðåìåíè, âìåñòî ñòàöèîíàðíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêîå óñëîæíåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòü

ïðèìåíåíèÿ òàêîãî êëàññà ê àíàëèçó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû 1 è 2.

Ýòè òåîðåìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî êðè-

òåðèÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè, ðåàëèçóåìîé ïðåäñòàâëåííûì êëàñ-

ñîì ïðîöåññîâ, ïî ñîîòâåòñòâèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (ñì., íàïðè-

ìåð, [2℄). Îòìåòèì òàêæå ïðåäëîæåíèÿ 3 è 4, â êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ

ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ïî âðåìåíè äèñïåðñèè èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé ïîêàçàòåëü ñòåïåííîãî èçìåíå-

íèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (ïðè îïðåäåëåííûõ íèæå óñëîâèÿõ) çíà÷åíèÿ â äèà-

ïàçîíå (0,+∞). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî èññëåäóåìûé

êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíîé ìîäåëüþ äëÿ ðåàëèçàöèè òàê íàçûâàåìîé

àíîìàëüíîé äè��óçèè (ñì., íàïðèìåð, [5℄).

�åòåðîãåííûå ïðîöåññû â äèñêðåòíîì âðåìåíè â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòðî-

èòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ òèïîâ ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïåðâûé

òèï �îðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ èç ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, âòîðîé òèï ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòà-

öèîíàðíîé ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî íà âòîðîì òè-

ïå îñíîâûâàåòñÿ ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
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íåãàóññîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. íèæå çàìå÷àíèå 1). Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî ýòè äâà òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíî çàäàí-

íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

�îðìà çàâèñèìîñòè êîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñèëüíîé (ñì., íàïðè-

ìåð, [6, 7℄).

� 2. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü {Xj, j =
1, 2, . . . } � ñòàöèîíàðíàÿ (â óçêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, èìåþùèõ ñòðóêòóðó äâóñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ:

Xj :=
∞
∑

k=−∞

aj−kξk, (1)

ãäå {ξk, k ∈ Z} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è åäèíè÷íûìè äèñïåð-

ñèÿìè, {ak, k ∈ Z} � íåñëó÷àéíàÿ, êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

×åðåç F îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî F çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå 
 íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåð-

ñèåé. Ïóñòü {zj} � ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíäàðòíûõ íîð-

ìàëüíûõ âåëè÷èí ñ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé ρ = ρ(j). Íàðÿäó ñ {Xj}
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yj := F−1(Φ0,1(zj)), j = 1, 2, . . . , (2)

ãäå Φ0,1 � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, F−1

� êâàíòèëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè F , îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: F−1(t) := inf{x : F (x) ≥ t}. Î÷åâèäíî, ÷òî {Yj, j = 1, 2, . . . } �

ñòàöèîíàðíàÿ (â øèðîêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Yj} ëåæèò â îñíîâå òàê íàçûâàåìî-
ãî ìåòîäà îáðàòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåãàóññîâñêèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñì. [9,9,10℄). Äàäèì êðàòêîå îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà.

�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ (â øèðîêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Wj}
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F è êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé λ(j). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî {Wj} ìîäåëèðó-
åòñÿ ìåòîäîì îáðàòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò {zj} (ñì.
(2)), ÷òî E(Y1Yj+1) = γ(j) ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . .
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Sn :=

n
∑

j=1

Xj, n ≥ 1, S0 = 0,

Zn :=
n
∑

j=1

Yj, n ≥ 1, Z0 = 0.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî DSn è ρ(j) (j = 1, 2, . . . ) ÿâëÿþòñÿ
ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìèñÿ �óíêöèÿìè, èìåþùèìè ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëå-

íèÿ:

DSn = h2(n)n2H , (3)

ãäå h � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ �óíêöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [11℄), H ∈
(0, 1);

ρ(j) = b2(j)j2H−2, (4)

ãäå b � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ �óíêöèÿ è H ∈ (1/2, 1).
Â ïðåäëîæåíèè 1 ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè

{Xj} èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå âèäà (4), òî DSn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3). Äàëåå â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè 2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ (4)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ DZn èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå âèäà (3).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . êîâàðèàöèîííàÿ �óíê-

öèÿ λ(j) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xj} óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: λ(j) :=
b2(j)j2H−2, ãäå b � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ �óíêöèÿ è H ∈ (1/2, 1).
Òîãäà

DSn ∼ b2(n)H−1(2H − 1)−1n2H , n→ +∞.

×åðåç ϕ0,1 áóäåì îáîçíà÷àòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî

íîðìàëüíîãî çàêîíà.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (4). Òîãäà

DZn ∼ g2(n)n2H , n→ +∞, (5)

ãäå g2(n) := c2b2(n)H−1(2H − 1)−1
, c :=

∫∞

−∞
xF−1(Φ0,1(x))ϕ0,1(x) dx.

Çàìåòèì, ÷òî â [10, òåîðåìà 1℄ óñòàíîâëåíî, ÷òî c > 0.
Èç ýòèõ äâóõ ïðåäëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî {Xj} â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå óäîâëåòâîðÿåò ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûì óñëîâèÿì, ÷åì {Yj}.
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10 Î ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

×åðåç BH(t) îáîçíà÷èì �ðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïàðàìåò-

ðîì Õ�åðñòà H (ñì. [12, 13℄), ò. å. öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ

êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé

R(t, s) :=
1

2

(

t2H + s2H − |t− s|2H
)

, (6)

ãäå H ∈ (0, 1) (ñëó÷àé H = 1/2 ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîìó âèíåðîâñêîìó
ïðîöåññó).

Îïðåäåëèì �óíêöèþ pd(t) := |t|dsgn(t), t ∈ R, ãäå sgn(·) � �óíêöèÿ

çíàêà ÷èñëà, d � íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà (ñ÷èòàåì, ÷òî 00 := 0).
Ïóñòü δ � íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Îïðåäåëèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè

{pδ(Si), i = 1, 2, . . . } è {pδ(Zi) i = 1, 2, . . . }.

Â [14℄ òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ãåòåðîãåííûìè ïðîöåññàìè

â äèñêðåòíîì âðåìåíè.

Çàìå÷àíèå 2. Â ðàáîòàõ [15�17℄ ãåòåðîãåííûé äè��óçèîííûé ïðî-

öåññ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà ñïåöèàëüíîãî âèäà,

â ýòèõ æå ðàáîòàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óïîìÿíóòîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ �ðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâè-

æåíèÿ, à èìåííî: pδ(BH(t)).

Ïî {pδ(Si)} è {pδ(Zi)} ïîñòðîèì ñëåäóþùèå øóìîâûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè:

Ki := (pδ(Si)− pδ(Si−1)), i ≥ 1, K0 := 0 (7)

è

Li := (pδ(Zi)− pδ(Zi−1)), i ≥ 1, L0 := 0. (8)

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð δ â (7) è (8) èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà íåîäíîðîäíîñòè
(â ñëó÷àå δ = 1, î÷åâèäíî, èìååì ñòàöèîíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).

×åðåç M îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ íåóáûâàþùóþ íà íåîòðèöàòåëüíîé ïî-

ëóîñè �óíêöèþ, òàêóþ ÷òî M(0) = 0 è M(1) = 1. Ïî {Ki}, {Li} è M
ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé, èìåþùèõ ñòðóêòó-

ðó ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà:

κj :=

j
∑

i=0

Kj−i∆M(i), j = 0, 1, . . . (9)
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è

λj :=

j
∑

i=0

Lj−i∆M(i), j = 0, 1, . . . , (10)

ãäå ∆M(i) := M(i + 1) −M(i). Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (9) è (10) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñâåðòêîé {Ki, i = 0, 1, . . . }, {Li, i = 0, 1, . . . } 
 M ñîîòâåòñòâåííî

(ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ôóíêöèþ M áóäåì íàçûâàòü �óíêöèåé ïàìÿòè (ñì.,

íàïðèìåð, [18, 19℄, ãäå èññëåäóþòñÿ �èçè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ïàìÿòüþ).

×åðåç Rν îáîçíà÷èì êëàññ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ �óíêöèé ñ ïîêàçà-

òåëåì ν ≥ 0, îïðåäåëåííûõ íà ïðîìåæóòêå [0,+∞), èìåþùèõ ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå: l(t)pν(t), l(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞, íåîòðèöà-

òåëüíàÿ è íåóáûâàþùàÿ �óíêöèÿ íà [0,+∞).
Â äàëüíåéøåì �óíêöèè ïàìÿòè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ èç ýòîãî êëàññà.

�àññìîòðèì ïðîöåññû ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ïîñòðîåííûå ïî {κj} è {λj}
ñîîòâåòñòâåííî

Qn :=
n
∑

j=0

κj , n = 0, 1, . . . (11)

è

Rn :=
n
∑

j=0

λj, n = 0, 1, . . . . (12)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññû ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Qn} è {Rn} ÿâëÿþòñÿ îñíîâ-
íûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â äàëüíåéøåì äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x ÷åðåç [x] áóäåì îáîçíà÷àòü

íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî íå ïðåâîñõîäÿùåå x.

2.2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), M ∈ Rν è E|ξ1|α <∞ äëÿ

íåêîòîðîãî α, òàêîãî ÷òî α ≥ 2 è αH > 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, δ ≥ 1. Òîãäà

ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1] ïðîöåññîâ
Q[nt]

M(n)(h(n)nH )δ
ê

∫ t

0
pδ(BH(t− s)) dpν(s).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä C-ñõîäèìîñòüþ â D[0, 1] ïîíèìàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäè-

ìîñòü ðàñïðåäåëåíèé èçìåðèìûõ (â òîïîëîãèè À. Â. Ñêîðîõîäà) �óíêöè-

îíàëîâ íà D[0, 1], íåïðåðûâíûõ â ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèè â òî÷êàõ ïðî-

ñòðàíñòâà C[0, 1] (ñì., íàïðèìåð, [20℄).
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Çàìå÷àíèå 3. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1 ïîëó÷åíî â ðàìêàõ óñëîâèÿ

δ ≥ 1. Â ñëó÷àå δ ∈ (0, 1), M = p0 (åäèíè÷íûé ñêà÷îê â íóëå), à òàê-

æå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) ëåãêî ïîëó÷èòü êîíå÷íîìåðíóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ äëÿ

Q[nt]

M(n)(h(n)nH )δ
. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå {Qn} ñîâïàäàåò

ñ {pδ(Sn)}. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé ïðîöåññîâ S[nt]/(h(n)n
H) ê êîíå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ BH(t)

ïðè n → +∞ (ñì. [21, ëåììà 9℄). Îòêóäà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-

ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ pδ(S[nt])/(h(n)n
H)δ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó

êîíå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ pδ(BH(t)).

Â ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ 3 è 4 â êà÷åñòâå �óíêöèè ïàìÿòè èñïîëü-

çóåòñÿ ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (3) è M = pν. Ïóñòü, êðîìå
òîãî, âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(i) δ ≤ 1;

(ii) δ > 1 è ñóùåñòâóåò ψ > 2δ, òàêîå ÷òî E|ξ0|ψ < +∞.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

DQn ∼ β2M2(n)(h2(n)n2H)δ, n→ +∞, (13)

ãäå β2 := D(
∫ 1

0
pδ(BH(1− t)) dpν(t)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (4), M ∈ Rν . Ïóñòü, êðîìå òîãî,

δ ≥ 1. Òîãäà ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1] ïðîöåññîâ
R[nt]

M(n)(g(n)nH )δ
ê

∫ t

0
pδ(BH(t − s)) dpν(s), ãäå g

2(n) = c2b2(n)H−1(2H − 1)−1
è

c =
∫∞

−∞
xF−1(Φ0,1(x))ϕ0,1(x) dx.

Çàìå÷àíèå 4. Ïóñòü δ ∈ (0, 1), M = p0 è âûïîëíÿåòñÿ (4). Â ðàì-

êàõ ýòèõ óñëîâèé ëåãêî óñòàíîâèòü êîíå÷íîìåðíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ

R[nt]

M(n)(g(n)nH )δ
. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå {Rn} ñîâïàäàåò ñ {pδ(Zn)}. Êðî-

ìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåñ-

ñîâ Z[nt]/(g(n)n
H) ê êîíå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ BH(t) ïðè n → +∞

(ñì. ëåììó 5 â ðàçäåëå 3.6). Ñòàëî áûòü, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-

ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ pδ(Z[nt])/(g(n)n
H)δ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó

êîíå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ pδ(BH(t)).

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü èìååò ìåñòî (4), M = pν . Ïóñòü, êðîìå òîãî,
δ ≤ 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

DRn ∼ β2M2(n)(g2(n)n2H)δ, n→ +∞, (14)

ãäå β2 = D(
∫ 1

0
pδ(BH(1 − t)) dpν(t)), g

2(n) = c2b2(n)H−1(2H − 1)−1
è c =

∫∞

−∞
xF−1(Φ0,1(x))ϕ0,1(x) dx.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

äèñïåðñèè Rn (ñì. (14)) óäàåòñÿ óñòàíîâèòü òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ δ ≤ 1.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèÿ (13) (àíàëîãà (14)) èãðà-

åò ìîìåíòíîå íåðàâåíñòâî (17) äëÿ Sn (ñì. ëåììó 2 â ðàçäåëå 3.4). Îäíà-

êî, àâòîðó íàñòîÿùåé ðàáîòû íåèçâåñòíî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ Zn.
Îòìåòèì, ÷òî òàêîå íåðàâåíñòâî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü (14) ïðè δ > 1.

� 3. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé

3.1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1. �àññìîòðèì ãàóññîâñêèé àíàëîã

{Xj}, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξk â (1) � ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå, ïðè
ýòîì âåëè÷èíû λ(j) è DSn íå èçìåíÿòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.1 èç [7℄ (â

ýòîé ëåììå íóæíî âçÿòü m = 1 è D = 2− 2H), ïîëó÷àåì, ÷òî

n
∑

i=1

n
∑

j=1

λ(i− j) ∼ b2(n)H−1(2H − 1)−1n2H , n→ +∞.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, èñïîëüçóÿ ëåììó 5.1 èç [7℄, âûâîäèì, ÷òî äëÿ Sn/dn,
ãäå d2n ∼ b2(n)H−1(2H − 1)−1n2H

, âûïîëíÿåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ê BH(1)
ïðè n → +∞. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sn/

√
DSn ïðè

âñåõ n èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â èòîãå ïîëó÷àåì

ýêâèâàëåíòíîñòü íîðìèðîâî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ Sn:

DSn ∼ b2(n)H−1(2H − 1)−1n2H , n→ ∞.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

3.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è óòâåð-

æäåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì óòâåðæäåíèå èç [21℄.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3) è E|ξ1|α < ∞ äëÿ

íåêîòîðîãî α, òàêîãî ÷òî α ≥ 2 è αH > 1. Òîãäà ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî

C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1] ïðîöåññîâ S[nt]/(h(n)n
H) ê BH(t).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, íàì ïîòðå-

áóþòñÿ òàêèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü y0,n := 0, y1,n, . . . , yn,n, n = 1, 2, . . . �

íåêîòîðàÿ ñõåìà ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîëîæèì

sn(y, t) :=

[nt]
∑

i=0

yi,n, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . . (15)
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×åðåç 〈M, y〉 îáîçíà÷èì ñõåìó ñåðèé, ïîñòðîåííóþ ïî �óíêöèè ïàìÿòè

M è ñõåìå ñåðèé {yk,n}

〈M, y〉(k, n) :=
k
∑

j=0

yk−j,n
∆M(j)

M(n)
, k = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . .

Ïî ñõåìå ñåðèé 〈M, y〉 îïðåäåëèì (èñïîëüçóÿ (15)) ïðîöåññû sn(·, t):

sn(〈M, y〉, t) =
[nt]
∑

k=0

〈M, y〉(k, n), t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . .

Äëÿ sn(〈M, y〉, t) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå (ñì. [22, ïðåä-

ëîæåíèå 1℄).

Ïðåäëîæåíèå 6. ÏóñòüM ∈ Rν è, êðîìå òîãî, ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî

C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1] ïðîöåññîâ sn(y, t) ê B(t), ãäå B(·) � ñëó÷àéíûé

ýëåìåíò èç C[0, 1]. Òîãäà ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1]
ïðîöåññîâ sn(〈M, y〉, t) ê

∫ t

0
B(t− s) dpν(s).

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îïðåäåëèì y = {yk,n} ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

yk,n := pδ(
Sk

h(n)nH
)− pδ(

Sk−1

h(n)nH
), k = 1, 2, . . . , n, y0,n := 0, n = 1, 2, . . . .

Â ýòîì ñëó÷àå sn(y, t) = pδ(
S[nt]

h(n)nH ) (ñì. (15)).

�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî D[0, 1] ñ òîïîëîãèåé Ñêîðîõîäà (ñì., íàïðè-

ìåð, [23℄). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Pδ : D[0, 1] → D[0, 1] ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: Pδ(x(·)) := pδ(x(·)).
Äëÿ ëþáûõ s, t ∈ R âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:

|pδ(t)− pδ(s)| ≤ δmax(|t|δ−1, |s|δ−1)|t− s|. (16)

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Pδ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xn} ïðîñòðàíñòâà D[0, 1] ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó x â òî-
ïîëîãèè Ñêîðîõîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè λn (èç êëàññà
ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ, íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ),

òàêèå ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t (ñì. [23, �14℄)

lim
n→∞

xn(λn(t)) = x(t)

è

lim
n→∞

λn(t) = t.
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Àðêàøîâ Í.Ñ. 15

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî supn supt |xn(t)| < +∞. Òîãäà èç (16)

âûòåêàåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t

lim
n→∞

pδ(xn(λn(t))) = pδ(x(t)).

Ñòàëî áûòü, Pδ(xn) ñõîäèòñÿ ê Pδ(x) â òîïîëîãèè Ñêîðîõîäà. Â òàêîì

ñëó÷àå èç ïðåäëîæåíèÿ 5 è [23, òåîðåìà 5.1℄ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ sn(y, t)
ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ ñõîäèìîñòü â D[0, 1] (ñ òîïîëîãèåé Ñêîðîõîäà)

ê pδ(BH(t)). Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûé ïðîöåññ pδ(BH(t)) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íûì ýëåìåíòîì èç C[0, 1], òî ìîæíî ãîâîðèòü î C-ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ

sn(y, t) ê pδ(BH(t)) ïðè n → ∞ (ñì., íàïðèìåð, [23, �18℄). Äàëåå, èñïîëü-

çóÿ ïðåäëîæåíèå 6, âûâîäèì C-ñõîäèìîñòü â D[0, 1] ïðîöåññîâ sn(〈M, y〉, t)
ê

∫ t

0
pδ(BH(t − s)) dpν(s). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî sn(〈M, y〉, t) ñîâïàäàåò ñ
R[nt]

M(n)(h(n)nH )δ
. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3.4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3 ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ è óòâåðæäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî Sn =
∑n

j=1Xj ïðè n ≥ 1,
S0 = 0, ãäå {Xj} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñòðóêòó-

ðîé äâóõñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ (ñì. (1)). Çàìåòèì, ÷òî Sn ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

Sn =
∑

k∈Z

(a−k+1 + · · ·+ a−k+n)ξk.

Îáîçíà÷èì A(n, k) := a−k+1+ · · ·+a−k+n. Ñòàëî áûòü, Sn =
∑

k∈ZA(n, k)ξk.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [23℄).

Ëåììà 1. Ïóñòü {ζn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ

êîòîðîé ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

sup
n

E|ζn|1+ε < +∞.

Òîãäà {ζn} � ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Êðîìå òîãî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó (ñì. [14, íåðà-

âåíñòâî À4℄).

Ëåììà 2. Ïóñòü q ≥ 1. Åñëè E|ξ0|2q < +∞, òîãäà

E|Sn|2q ≤ c(q)(E|ξ0|2q + 1)(DSn)
q, (17)

ãäå c(q) � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò q.
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16 Î ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 3. Ïóñòü w � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåí-

íàÿ íà èíòåðâàëå [1,+∞), ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{

max1≤k≤nw(k)k
ε

w(n)nε

}

n≥1

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4 èç [11, ðàçäåë 1.5℄, ïîëó÷à-

åì, ÷òî ñóùåñòâóåò B, òàêîå ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
supB≤x≤n w(x)x

ε

w(n)nε →
1 ïðè n→ +∞, îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

3.5. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Îáîçíà÷èì An :=
∑n

i=1Ki ïðè

n ≥ 1, A0 := 0, ãäå, íàïîìíèì, Ki = pδ(Si)− pδ(Si−1), i ≥ 1, K0 = 0. Êðîìå
òîãî, íàïîìíèì ñîîòíîøåíèå (11) äëÿ Qn

Qn =

n
∑

k=0

k
∑

i=0

Kk−i∆pν(i), n = 0, 1, . . . .

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðåäñòàâèì

Qn â âèäå

∑n
i=0An−i∆pν(i). Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

Qn =
∫ n

0
An−[u]dpν(u). Ñòàëî áûòü, Qn =

∫ n

0
pδ(Sn−[u])dpν(u). Ñäåëàâ çàìåíó

u = ns â ýòîì èíòåãðàëå, ïîëó÷èì Qn = nν
∫ 1

0
pδ(Sn−[ns])dpν(s). Îòêóäà

âûâîäèì

EQ2
n

n2ν(h2(n)n2H)δ
=

∫ 1

0

∫ 1

0

Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

dpν(t)dpν(s). (18)

Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïðè n → ∞ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

ïðîöåññîâ

S[nt]

h(n)nH , t ∈ [0, 1], ãäå H ∈ (0, 1) è σ > 0, ê êîíå÷íîìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ BH(t), t ∈ [0, 1] (ñì. [21, ëåììà 9℄). Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ

ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ:

(

Sn−[nt]

h(n)nH
,
Sn−[ns]

h(n)nH

)

d→ (BH(1− t), BH(1− s)).

Äàëåå, ïîñêîëüêó pδ(u)pδ(v)� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ,

ïîýòîìó (ñì., íàïðèìåð, [23℄)

pδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

d→ pδ(BH(1− t))pδ(BH(1− s)). (19)
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Àðêàøîâ Í.Ñ. 17

Ïðåæäå ðàññìîòðèì ñëó÷àé δ < 1. Óñòàíîâèì äëÿ {ζn}, ãäå ζn :=

pδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

, ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ëåììó 1. Îïðåäåëèì �óíêöèþ G(t) := t1/δ. �àññìîòðèì

G(|ζn|) =
|Sn−[nt]|
h(n)nH

|Sn−[ns]|
h(n)nH

.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è óñëîâèå (3), ïîëó÷àåì

EG(|ζn|) ≤

√

ES2
n−[nt]

h2(n)n2H

ES2
n−[ns]

h2(n)n2H

=

√

h2(n− [nt])(n− [nt])2H

h2(n)n2H

√

h2(n− [ns])(n− [ns])2H

h2(n)n2H
.

(20)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, èç (20) âûâîäèì íåðàâåíñòâî: supn≥1EG(|ζn|) < +∞,

îòêóäà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü {ζn}.
Ñòàëî áûòü, ñ ó÷åòîì (19)

Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

→ Epδ(BH(1−t))pδ(BH(1−s)), n→ +∞. (21)

�àññìîòðèì òåïåðü (18). Îïðåäåëèì {wn(·, ·)} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

wn(t, s) := Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà, ïî-

ëó÷àåì

w2
n(t, s) ≤ E

∣

∣

∣

∣

Sn−[nt]

h(n)nH

∣

∣

∣

∣

2δ

E

∣

∣

∣

∣

Sn−[ns]

h(n)nH

∣

∣

∣

∣

2δ

≤
(

ES2
n−[nt]

h2(n)n2H

)δ(

ES2
n−[ns]

h2(n)n2H

)δ

. (22)

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ëåììó 3, âûâîäèì íåðàâåíñòâî:

sup
n≥1

sup
t,s∈[0,1]

|wn(t, s)| < +∞.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî {wn(·, ·)} îáëàäàåò èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé. Ïîýòî-

ìó èç (21) âûòåêàåò

EQ2
n

n2ν(h2(n)n2H)δ
=

∫ 1

0

∫ 1

0

Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

dpν(t)dpν(s)

→
∫ 1

0

∫ 1

0

Epδ(BH(1− t))pδ(BH(1− s)) dpν(t)dpν(s), n→ +∞.

(23)
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18 Î ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ äëÿ ïðîöåññîâ ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî:

∫ 1

0

∫ 1

0

Epδ(BH(1− t))pδ(BH(1− s)) dpν(t)dpν(s)

= D(

∫ 1

0

pδ(BH(1− t)) dpν(t)).

(24)

Â ñëó÷àå δ = 1 óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò èç [22, ñëåä-

ñòâèå 1℄.

Ïóñòü òåïåðü δ > 1. �àññìîòðèì {ζn}, ζn := pδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

.

Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îïðå-

äåëèì �óíêöèþ G(t) := tθ, ãäå θ = ψ
2δ

(ïîêàçàòåëü ψ òàêîé, ÷òî ψ > 2δ è
E|ξ0|ψ < +∞, ñì. óñëîâèå òåîðåìû), òîãäà

G(|ζn|) =
|Sn−[nt]|θδ
hθδ(n)nθδH

|Sn−[ns]|θδ
hθδ(n)nθδH

.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåí-

ñòâî (17) (ãäå q = θδ), ïîëó÷àåì

EG(|ζn|) ≤

√

ES2θδ
n−[nt]

h2θδ(n)n2θδH

ES2θδ
n−[ns]

h2θδ(n)n2θδH

≤ K

√

√

√

√

(

ES2
n−[nt]

h2(n)n2H

)θδ (

ES2
n−[ns]

h2(n)n2H

)θδ

,

(25)

ãäå K � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò θδ è ðàñïðåäåëåíèÿ ξ0. Èç óñëîâèÿ (3),

ëåììû 3 è (25) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî supn≥1EG(|zn|) < +∞. Èç ýòîãî íåðà-

âåíñòâà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü {ζn} (ñì. ëåììó 1). Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ (19) èìååì ñõîäèìîñòü (21) (äëÿ ñëó÷àÿ δ > 1), íàïîìíèì ýòî

ñîîòíîøåíèå

Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

→ Epδ(BH(1−t))pδ(BH(1−s)), n→ +∞. (26)

�àññìîòðèì (18) è {wn(·, ·)}, ãäå wn(t, s) := Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

pδ

(

Sn−[ns]

h(n)nH

)

. Èñ-

ïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî

(17), ïîëó÷àåì

w2
n(t, s) ≤ E

∣

∣

∣

∣

Sn−[nt]

h(n)nH

∣

∣

∣

∣

2δ

E

∣

∣

∣

∣

Sn−[ns]

h(n)nH

∣

∣

∣

∣

2δ

≤ K

(

ES2
n−[nt]

h2(n)n2H

)δ(

ES2
n−[ns]

h2(n)n2H

)δ

,

(27)
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ãäå K � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò δ è ðàñïðåäåëåíèÿ ξ0. Äàëåå, ó÷èòû-
âàÿ (3) è ëåììó 3, âûâîäèì ñîîòíîøåíèå: supn≥1 supt,s∈[0,1] |wn(t, s)| < +∞.

Ñòàëî áûòü, {wn(·, ·)} îáëàäàåò èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé. Ïîýòîìó èç

(26) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü (23) (äëÿ ñëó÷àÿ δ > 1).
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ δ > 0 ïðè n→ +∞ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

EQn

nν(h(n)nH)δ
→ 0. (28)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå δ = 1 ñîîòíîøåíèå (28) âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì

îáðàçîì. Ïóñòü δ 6= 1. Èìååì

EQn

nν(h(n)nH)δ
=

∫ 1

0

Epδ

(

Sn−[nt]

h(n)nH

)

dpν(t). (29)

Äàëåå, ïðîâîäÿ äëÿ (29) ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðèâåäåíû

âûøå äëÿ (18), ïîëó÷àåì

EQn

nν(h(n)nH)δ
→
∫ 1

0

Epδ(BH(1− t)) dpν(t), n→ +∞.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Epδ(BH(1− t)) = 0, âûâîäèì (28).

Â èòîãå ïðè ëþáîì δ > 0 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (23), (24) è (28),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ.

3.6. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèé 2,

4 è òåîðåìû 2. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1, Z2:

Z1 := F−1(Φ0,1(z)), Z2 := F−1(Φ0,1(w)),

ãäå (z, w) � ãàóññîâñêèé âåêòîð ñî ñòàíäàðòíûìè íîðìàëüíûìè êîìïîíåí-

òàìè è êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè r. Ïî Z1 è Z2 ïîñòðîèì �óíêöèþ

R(r) := E(Z1Z2).

Äàëåå íàïîìíèì, ÷òî c =
∫∞

−∞
xF−1(Φ0,1(x))ϕ0,1(x) dx. Íàì ïîíàäîáèòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. òåîðåìó 1 â [10℄ ).

Ëåììà 4. Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî c > 0, è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

R(r) ∼ c2r, r → 0.

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 è òåîðåìû 2 ëåæèò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå èç [10, òåîðåìà 2℄.
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Ëåììà 5. Ïóñòü ïðè ëþáîì j ≥ 1 êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ {Yj}
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: γ(j) := L(j)j2H−2

, ãäå L � ìåäëåííî ìåíÿþ-

ùàÿñÿ íà +∞ �óíêöèÿ è H ∈ (1/2, 1). Òîãäà

DZn ∼ L(n)H−1(2H − 1)−1n2H , n→ ∞ (30)

è, êðîìå òîãî, äëÿ ïðîöåññîâ

Z[nt]√
L(n)H−1(2H−1)−1nH

âûïîëíÿåòñÿ C-ñõîäèìîñòü

â D[0, 1] ê BH(t) ïðè n→ ∞.

3.7. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2 è òåîðåìû 2. Íàïîìíèì ïðåä-

ñòàâëåíèå êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè {zj}: ρ(j) = b2(j)j2H−2
, ãäå b � ìåä-

ëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ �óíêöèÿ. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî γ(j) ∼
c2b2(j)j2H−2, j → +∞. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ëåììû 5 è, ñòàëî

áûòü, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (30), îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò çàêëþ÷åíèå

ïðåäëîæåíèÿ 2.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü, äîêàçàííóþ â ëåììå 5, ìû ïðîâîäèì ðàñ-

ñóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðîâîäèëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

1 (ãäå êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ïðåäëîæåíèå 6). Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì çà-

êëþ÷åíèå òåîðåìû 2.

3.8. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé δ = 1. Ïðîâîäÿ äëÿ Rn (ñì. (12)) ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì,

÷òî ïðîâåäåíû äëÿ Qn â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3 (ñì. ñîîòíîøåíèÿ,

ïðèâîäÿùèå ê (18)), ïîëó÷àåì

ER2
n

n2νg2(n)n2H
=

∫ 1

0

∫ 1

0

E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

dpν(t)dpν(s). (31)

Äëÿ s ≤ t âûâîäèì

2E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

=
EZ2

n−[nt]

g2(n)n2H
+

EZ2
n−[ns]

g2(n)n2H
−

E(
∑n−[ns]

j=n−[nt]+1 Yj)
2

g2(n)n2H
.

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ñòàöèîíàðíîñòü {Yj}, èìååì

2E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

=
EZ2

n−[nt]

g2(n)n2H
+

EZ2
n−[ns]

g2(n)n2H
−

EZ2
[nt]−[ns]

g2(n)n2H
.

Èñïîëüçóÿ (5), âûâîäèì

2E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

=
EZ2

n−[nt]

g2(n)n2H
+

EZ2
n−[ns]

g2(n)n2H
−

EZ2
[nt]−[ns]

g2(n)n2H

→ (1− t)2H + (1− s)2H − |t− s|2H , n→ +∞.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàåò ñE(BH(1−
t)BH(1− s)) (ñì. (6)), ñòàëî áûòü,

E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

→ E(BH(1− t)BH(1− s)), n→ +∞.

�àññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü (31). Îïðåäåëèì {wn(·, ·)}:

wn(t, s) := E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

w2
n(t, s) ≤

EZ2
n−[nt]

g2(n)n2H

EZ2
n−[ns]

g2(n)n2H
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (5) è ëåììó 3, âûâîäèì íåðàâåíñòâî:

sup
n≥1

sup
t,s∈[0,1]

|wn(t, s)| < +∞.

Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî {wn(·, ·)} îáëàäàåò èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé. Ïîýòî-

ìó

ER2
n

n2νg2(n)n2H
=

∫ 1

0

∫ 1

0

E

(

Zn−[nt]

g(n)nH
Zn−[ns]

g(n)nH

)

dpν(t)dpν(s)

→
∫ 1

0

∫ 1

0

E(BH(1− t)BH(1− s)) dpν(t)dpν(s), n→ +∞.

Èìåÿ â âèäó (24), ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ δ < 1. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñõî-

äèìîñòü ïðè n→ ∞ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññîâ

Z[nt]

g(n)nH ê êî-

íå÷íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ BH(t) (íàïîìíèì, ÷òî H ∈ (1/2, 1), g2(n) =
c2b2(n)H−1(2H − 1)−1

). Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äî-

êàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3 äëÿ ñëó÷àÿ δ < 1, ìû ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå

ïðåäëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
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